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ПЕРЕДМОВА

Кафедра вищої математики забезпечує викладання спеціального
курсу математики для економістів "Математичне програмування". Ро-
боча навчальна програма курсу акцентує увагу на поняттях, визначен-
нях та методах дисципліни з метою використання їх в практичній еко-
номічній діяльності.

Основні принципи "мистецтва" оптимізації економіко-математичних
моделей та використання їх у розв'язуванні економічних задач подають-
ся у лекційному та практичному курсах. Особливе значення має прак-
тичний курс, важливою складовою якого є типові розрахунки або індиві-
дуальні завдання. За навчальною програмою університету вони об'єднані
у лабораторний практикум і виконуються кожен другий тиждень четвер-
того семестру. Лабораторна робота включає в себе дві типові задачі.
Згідно з номером групи (2 групи) та варіантам (30 варіантів) студент
отримує поточне завдання, на виконання якого виділено два тижні. Вико-
нання та захист робіт сприяють поглибленню знань та повторенню розділів
курсу.

Лабораторний практикум включає в себе алгебраїчний вступ до ма-
тематичного програмування та основні теореми і методи розв'язування
задач лінійного програмування.

Видання представляє собою першу спробу забезпечення навчаль-
ного процесу друкованим матеріалом з системи типових розрахунків з
курсу математичного програмування для економічних спеціальностей.
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Завдання № 1. АЛГЕБРАЇЧНИЙ ВСТУП
ДО МАТЕМАТИЧНОГО ПРОГРАМУВАННЯ

1.1.  Метод повного  виключення  Жордана–Гаусса для
розв'язування неквадратних систем лінійних алгебраїчних
рівнянь

Систему лінійних алгебраїчних рівнянь розв'язати  методом повного
виключення у табличній формі методом  Жордана–Гаусса.
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Знайти загальний розв'язок X0 = {x1, x2, x3, x4, x5, x6}, обравши за
базисні невідомі довільну їх комбінацію.

Записати частинний розв'язок X0, надавши вільним невідомим ну-
льові значення.

Вихідні дані задано розширеною матрицею коефіцієнтів
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Вихідні дані завдання № 1.1

Група 1
       Варіант № 1         Варіант № 2

 1 1 1 0 7 1 15 1 1 2 −4 6 0 22 

2 1 −1 10 13 4 8 2 1 −2 14 14 5 1 

−1 2 1 −2 3 0 2 −3 2 1 −6 −5 −2 −12 

2 −1 1 −2 3 0 20 2 −2 3 −12 −3 −3 33 

 .   . 
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            Варіант № 3         Варіант № 4
 1 −3 1 −8 −9 −3 11 1 1 2 −4 6 10 22 

2 1 3 −6 9 0 36 2 1 2 −2 10 11 29 

1 −2 1 −6 −5 −2 12 −3 2 1 −6 −5 3 −12 

2 −1 3 −10 1 −2 34 2 −2 3 −12 −3 12 33 

 .   . 

            Варіант № 5         Варіант № 6
 1 1 −2 12 10 −6 −6 1 −1 1 −4 −1 −1 −5 

2 1 2 −2 10 11 29 2 1 1 2 11 2 10 

−3 −2 1 −14 −21 −1 −16 −1 2 2 −6 2 −1 15 

2 −2 3 −12 −3 12 33 2 −2 1 −4 −1 −1 −11 

 .   . 

            Варіант № 7         Варіант № 8
 1 1 2 −4 6 0 10 1 −3 1 −3 −9 −1 −16 

2 1 −2 14 14 5 7 2 1 3 9 9 6 21 

−3 2 1 −6 −5 −2 12 1 −2 1 −1 −5 0 −9 

2 −2 3 −12 −3 −3 −9 2 −1 3 5 1 4 7 

 .   . 

            Варіант № 9         Варіант № 10
 1 −2 2 −10 4 −3 10 1 1 2 −4 16 0 10 

2 1 2 −2 20 1 11 2 1 2 −2 20 1 11 

−3 −2 1 −14 −16 −6 12 −3 2 1 −6 0 −2 12 

2 −2 −4 16 −16 4 −16 2 −2 3 −12 12 −3 −9 

 .   . 

            Варіант № 11         Варіант № 12
 1 1 1 3 9 6 9 1 1 −1 2 7 −2 7 

−1 2 1 1 5 5 −4 −1 2 3 8 7 13 −2 

2 −1 1 1 5 5 14 2 −2 1 2 1 4 13 

1 2 −1 7 11 −1 8 2 2 −1 6 15 0 15 

 .   . 

            Варіант № 13         Варіант № 14
 3 1 1 9 20 5 26 1 1 1 3 9 6 9 

−1 2 −1 1 0 0 −9 −1 2 1 1 5 5 −4 

2 1 1 7 16 4 19 2 −1 1 1 5 5 14 

2 2 −1 7 12 3 12 1 2 −1 7 11 −1 8 

 .   . 
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            Варіант № 15         Варіант № 16
 1 1 −3 7 5 −10 5 3 1 1 7 12 8 14 

2 2 1 7 17 8 17 2 −1 −1 3 8 −3 −9 

2 −1 1 1 5 5 14 −1 2 3 2 0 10 28 

3 2 −1 11 19 1 22 2 −1 2 9 20 0 12 

 .   . 

            Варіант № 17         Варіант № 18
 1 −3 2 9 24 −9 3 1 −3 −1 3 12 −12 −18 

2 −1 −2 1 4 −4 −16 −2 1 3 1 0 5 23 

−3 2 −1 −10 −24 4 −2 4 −2 1 12 28 −3 3 

2 −2 −3 0 4 −9 −27 2 1 3 9 16 9 27 

 .   . 

            Варіант № 19         Варіант № 20
 1 1 −4 −7 −8 1 −23 1 3 2 3 21 15 27 

2 1 2 7 20 8 20 −2 1 −2 −9 −13 0 −12 

−3 −2 1 −2 −16 −10 −4 −3 2 2 −4 2 7 19 

2 2 3 8 28 13 31 2 2 3 8 26 13 31 

 .   . 

            Варіант № 21         Варіант № 22
 1 1 1 4 9 3 9 1 1 2 6 13 7 10 

2 1 −1 0 2 2 8 2 1 −2 −2 −2 7 7 

−1 2 1 6 11 2 14 −3 2 1 6 9 −9 12 

2 −1 1 0 2 2 −4 2 −2 3 2 6 9 −9 

 .   . 

            Варіант № 23         Варіант № 24
 1 −3 1 −3 −7 −3 −19 1 1 2 6 13 7 10 

2 1 3 10 18 2 12 2 1 2 6 14 11 11 

1 −2 1 −1 −3 −2 −12 −3 2 1 6 9 −9 12 

2 −1 3 6 10 0 −2 2 −2 3 2 6 9 −9 

 .   . 

            Варіант № 25         Варіант № 26
 1 1 −2 −2 −3 3 6 1 1 1 5 12 3 15 

2 1 2 6 14 11 11 2 −1 1 5 8 2 8 

−3 −2 1 −2 −7 −13 −16 −1 2 1 2 8 2 8 

2 −2 3 2 6 9 −9 2 1 −1 3 8 2 20 

 .   . 
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            Варіант № 27         Варіант № 28
 1 −1 1 1 4 1 13 3 1 1 7 20 5 29 

2 3 −1 9 16 4 10 −1 2 −1 1 0 0 6 

−2 1 2 0 4 1 1 2 1 1 6 16 4 22 

2 −1 2 4 12 3 27 2 2 −1 4 12 3 27 

 .   . 

            Варіант № 29         Варіант № 30
 1 1 1 5 12 3 15 1 −4 1 −5 −8 −2 10 

1 2 −1 5 8 2 8 −4 1 2 2 −4 −1 −13 

1 −1 2 2 8 2 8 2 −1 −1 −2 0 0 6 

−1 2 1 3 8 2 20 3 −1 −2 −3 0 0 6 

 .   . 

Вихідні дані завдання № 1.1

Група 2
       Варіант № 1         Варіант № 2

 1 1 1 7 9 6 13 1 1 2 10 7 9 16 

2 1 −1 3 7 1 15 2 1 −2 0 7 −2 12 

−1 2 1 5 3 6 −1 −3 2 1 1 −9 4 −17 

2 −1 1 5 9 3 17 2 −2 3 9 9 7 21 

 .   . 

            Варіант № 3         Варіант № 4
 1 −3 1 0 1 −2 5 1 1 2 10 7 9 16 

2 1 3 8 19 13 27 2 1 2 12 11 10 24 

1 −2 1 1 3 0 7 −3 2 1 1 −9 4 −17 

2 −1 3 6 15 9 23 2 −2 3 9 9 7 21 

 .   . 

            Варіант № 5         Варіант № 6
 1 1 1 7 9 3 13 1 1 2 10 12 9 11 

2 1 −1 3 7 2 15 2 1 −2 0 4 −2 15 

−1 2 1 5 3 2 −1 −3 2 1 1 −5 4 −21 

2 −1 1 5 9 2 17 2 −2 3 9 13 7 17 

 .   . 
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            Варіант № 7         Варіант № 8
 1 −3 1 0 2 −1 6 1 1 2 5 9 4 15 

2 1 3 8 12 6 20 2 1 2 7 13 5 23 

1 −2 1 1 3 0 7 −3 2 1 −3 −5 0 −19 

2 −1 3 6 10 4 18 2 −2 3 5 5 3 23 

 .   . 

            Варіант № 9         Варіант № 10
 1 1 1 5 6 4 13 1 1 2 5 9 7 11 

2 1 −1 5 8 3 15 2 1 −2 3 5 0 15 

−1 2 1 3 −1 4 −1 −3 2 1 −3 −8 3 −21 

2 −1 1 3 8 1 17 2 −2 3 5 12 4 17 

 .   . 

            Варіант № 11         Варіант № 12
 1 −3 1 0 0 −3 6 1 1 2 6 7 6 12 

2 1 3 8 16 10 20 2 1 2 8 11 7 20 

1 −2 1 1 2 −1 7 −3 2 1 −1 −9 1 −19 

2 −1 3 6 12 6 18 2 −2 3 3 9 6 15 

 .   . 

            Варіант № 13         Варіант № 14
 1 1 1 5 7 1 11 1 1 2 5 7 2 9 

2 1 −1 5 4 1 11 2 1 −2 2 4 3 10 

−1 2 1 3 9 2 15 −3 2 1 2 6 −1 13 

2 −1 1 3 0 −1 −3 2 −2 3 1 −3 0 −14 

 .   . 

 Варіант № 15         Варіант № 16
 1 −3 1 −4 −10 0 −23 1 1 2 7 8 6 9 

2 1 3 7 10 9 10 2 1 2 8 8 7 10 

1 −2 1 −2 −6 1 −15 −3 2 1 3 10 1 13 

2 −1 3 3 2 7 −6 2 −2 3 4 −2 6 −14 

 .   . 

            Варіант № 17         Варіант № 18
 1 1 1 5 7 4 11 1 1 2 5 7 3 9 

2 1 −1 5 4 7 11 2 1 −2 2 4 5 10 

−1 2 1 3 9 −1 15 −3 2 1 2 6 −4 13 

2 −1 1 3 0 5 −3 2 −2 3 1 −3 2 −14 

 .   . 
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            Варіант № 19         Варіант № 20
 1 −3 1 −2 −10 0 −23 1 1 2 7 8 6 11 

2 1 3 11 10 9 10 2 1 2 8 8 7 14 

1 −2 1 0 −6 1 −15 −3 2 1 3 10 1 7 

2 −1 3 7 2 7 −6 2 −2 3 4 −2 6 −10 

 .   . 

            Варіант № 21         Варіант № 22
 1 1 1 6 8 6 11 1 1 2 8 12 6 20 

2 1 −1 4 2 7 −3 2 1 −2 2 −2 4 −10 

−1 2 1 4 6 2 8 −3 2 1 0 2 −1 6 

2 −1 1 4 6 5 11 2 −2 3 6 12 3 24 

 .   . 

            Варіант № 23         Варіант № 24
 1 −3 1 −2 3 −4 4 1 1 2 8 13 7 20 

2 1 3 12 17 7 30 2 1 2 10 15 10 22 

1 −2 1 0 4 −2 6 −3 2 1 0 4 −4 6 

2 −1 3 8 15 3 26 2 −2 3 6 10 5 24 

 .   . 

            Варіант № 25         Варіант № 26
 1 1 1 4 4 3 12 1 1 2 6 11 4 20 

2 1 −1 1 −4 2 −2 2 1 −2 −1 −4 1 −10 

−1 2 1 3 4 2 10 −3 2 1 1 5 0 6 

2 −1 1 3 4 2 10 2 −2 3 6 10 3 24 

 .   . 

            Варіант № 27         Варіант № 28
 1 −3 1 0 −1 −2 4 1 1 2 6 13 7 20 

2 1 3 9 16 11 30 2 1 2 7 15 10 22 

1 −2 1 1 1 0 6 −3 2 1 1 4 −4 6 

2 −1 3 7 12 7 26 2 −2 3 6 10 5 24 

 .   . 

            Варіант № 29         Варіант № 30
 1 1 1 4 4 0 13 1 1 2 7 11 4 15 

2 1 −1 1 −4 −1 −1 2 1 −2 1 −4 1 −20 

−1 2 1 3 4 −4 12 −3 2 1 −2 5 0 21 

2 −1 1 3 4 5 9 2 −2 3 8 10 3 14 

 .   . 
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Модельний розв'язок завдання № 1.1

Нехай маємо вихідні дані

. 
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Система лінійних алгебраїчних рівнянь, яка відповідає умові, має
вигляд
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Для розв'язку системи методом Жордана-Гаусса зображуємо її у
табличному вигляді.
Таблиця 1.1

x1 x2 x3 x4 x5 x6 b Σ 
1 
2 

–1 
2 

1 
–1 
2 
1 

1 
1 
1 

–1 

1 
0 
0 
4 

8 
7 
4 
5 

4 
4 
1 
4 

5 
0 
6 
4 

21 
13 
13 
19 

Результати розв'язування подано в табл. 1.2.
Таблиця 1.2

 x1 x2 x3 x4 x5 x6 b Σ Формула 
 1 

0 
0 
0 

1 
–3 
3 

–1 

1 
–1 
2 

–3 

1 
–2 
1 
2 

8 
–9 
12 

–11 

4 
–4 
5 

–4 

5 
–10 
11 
–6 

21 
–29 
34 

–23 

 
II–2⋅I 
III+I 

IV–2⋅I 
 
 
 

IVnew 

1 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
1 

–2 
8 

–7 
3 

3 
–8 
7 

–2 

–3 
24 

–21 
11 

0 
8 

–7 
4 

–1 
8 

–7 
6 

–2 
40 

–35 
23 

I–IVnew 
II+3⋅IVnew 
III–3⋅IVnew 

IV⋅(–1) 
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 x1 x2 x3 x4 x5 x6 b Σ Формула 
 

IInew 
 
 

1 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
1 

0 
1 
0 
0 

1 
–1 
0 
1 

3 
3 
0 
2 

2 
1 
0 
1 

1 
1 
0 
3 

8 
5 
0 
8 

I+2⋅IInew 
II/8 

III+7⋅IInew 
IV–3⋅IInew 

Продовж. табл. 1.2

Алгебраїчна форма запису розв'язаної системи має такий вигляд
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де х1, х2, х3 – базисні невідомі; х4, х5, х6 – вільні невідомі.
Система сумісна і невизначена.
Відповідь: загальний розв'язок системи дорівнює

              
{ }

.  ,  , 
,   ,  ,|  ,31  ,23  ,231 

654

654654654654

Rxxx
xxxxxxxxxxxxX

∈∀
−−+−−−−−−=

Частинний розв'язок системи за умови х4 = х5 = х6 = 0 дорівнює X0 =
= {1, 3, 1,   0, 0, 0}.

1.2. Геометрична інтерпретація множини розв'язків
невизначеної системи у вигляді поліедру

Методом виключення змінних знайти поліедр Ω (многокутник роз-
в'язків), заданий системою лінійних алгебраїчних рівнянь та зобразити
його графічно

.0  ,0  ,0      
,
,

,
   :
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1515414313212111
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Знайти координати всіх вершин поліедру Ω.
Вихідні дані задано розширеною матрицею коефіцієнтів
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Вихідні дані завдання № 1.2

Група 1
       Варіант № 1        Варіант № 2

 11 25 −1 2 0 135 −12 −5 −1 −1 0 −83 

13 23 0 2 1 169 17 15 0 2 −1 117 

11 7 0 1 −1 71 4 12 0 1 1 72 

 .   . 

            Варіант № 3        Варіант № 4
 8 22 −1 2 0 82 14 23 −1 2 0 134 

7 20 0 2 1 96 10 27 0 2 3 162 

1 −13 0 −1 −2 −57 −4 −15 0 −1 −2 −84 

  .   . 

            Варіант № 5        Варіант № 6
 −17 −12 −1 −2 0 −144 10 26 −1 2 0 116 

11 20 0 2 1 132 12 22 0 2 1 144 

10 7 0 1 −1 57 9 8 0 1 −1 66 

 .   . 

            Варіант № 7       Варіант № 8
 18 12 1 2 0 150 14 10 1 2 0 108 

11 21 0 2 1 135 9 19 0 2 1 105 

10 6 0 1 −1 54 3 11 0 1 1 57 

  .   . 

            Варіант № 9        Варіант № 10
 9 24 −1 2 0 108 11 22 −1 2 0 94 

9 22 0 2 1 126 16 14 0 2 −1 108 

9 8 0 1 −1 54 9 6 0 1 −1 52 

 .   . 

            Варіант № 11        Варіант № 12
 14 20 −1 2 0 120 24 20 1 3 0 180 

13 18 0 2 1 134 11 19 0 2 1 121 

11 6 0 1 −1 58 10 5 0 1 −1 47 

  .   . 
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            Варіант № 13        Варіант № 14
 6 25 −1 2 0 80 −10 −5 −1 −1 0 −90 

8 22 0 2 1 104 17 17 0 2 −1 157 

7 8 0 1 −1 46 7 13 0 1 1 83 

  .   . 

 Варіант № 15        Варіант № 16
 11 22 −1 2 0 114 5 20 −1 2 0 60 

11 21 0 2 1 135 4 25 0 2 3 98 

−1 −15 0 −1 −2 −81 −1 −14 0 −1 −2 −52 

   .  . 

            Варіант № 17        Варіант № 18
 8 22 −1 2 0 68 10 23 −1 2 0 106 

8 18 0 2 1 84 15 15 0 2 −1 123 

7 6 0 1 −1 36 8 6 0 1 −1 60 

 .   . 

            Варіант № 19        Варіант № 20
 12 25 −1 2 0 140 28 26 1 3 0 256 

15 23 0 2 1 163 14 23 0 2 1 166 

9 7 0 1 −1 77 10 7 0 1 −1 74 

  .   . 

            Варіант № 21        Варіант № 22
 7 22 −1 2 0 88 −9 −5 −1 −1 0 −71 

9 21 0 2 1 117 17 16 0 2 −1 120 

9 6 0 1 −1 45 4 11 0 1 1 69 

  .   . 

            Варіант № 23        Варіант № 24
 7 25 −1 2 0 85 6 23 −1 2 0 70 

7 23 0 2 1 109 7 24 0 2 3 96 

1 −16 0 −1 −2 −68 −3 −13 0 −1 −2 −49 

  .   . 

            Варіант № 25        Варіант № 26
 −13 −15 −1 −2 0 −115 9 22 −1 2 0 106 

8 23 0 2 1 106 12 20 0 2 1 130 

7 7 0 1 −1 44 9 7 0 1 −1 59 

 .   . 
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          Варіант № 27       Варіант № 28
 13 16 1 2 0 112 21 16 1 2 0 180 

8 22 0 2 1 104 13 23 0 2 1 169 

7 8 0 1 −1 46 5 13 0 1 1 89 

  .   . 

          Варіант № 29       Варіант № 30
 10 23 −1 2 0 106 11 26 −1 2 0 130 

11 20 0 2 1 132 19 18 0 2 −1 154 

10 7 0 1 −1 57 11 8 0 1 −1 74 

 .   . 

Вихідні дані завдання № 1.2

Група 2
       Варіант № 1       Варіант № 2

 8 22 −1 2 0 68 −12 −6 −1 −1 0 −90 

9 18 0 2 1 82 15 17 0 2 −1 137 

6 6 0 1 −1 38 6 13 0 1 1 73 

 .   . 

          Варіант № 3                 Варіант № 4
 12 20 −1 2 0 104 9 22 −1 2 0 96 

13 19 0 2 1 115 3 27 0 2 3 135 

−5 −14 0 −1 −2 −62 0 −15 0 −1 −2 −72 

  .   . 

          Варіант № 5                 Варіант № 6
 −18 −14 −1 −2 0 −172 9 24 −1 2 0 96 

13 23 0 2 1 169 13 20 0 2 1 128 

11 7 0 1 −1 71 8 7 0 1 −1 61 

 .   . 

          Варіант № 7                 Варіант № 8
 18 15 1 2 0 160 16 10 1 2 0 120 

12 23 0 2 1 146 10 19 0 2 1 102 

9 7 0 1 −1 64 4 11 0 1 1 54 

  .   . 
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          Варіант № 9       Варіант № 10
 10 21 −1 2 0 86 7 24 −1 2 0 88 

11 19 0 2 1 99 13 18 0 2 −1 94 

7 5 0 1 −1 45 8 8 0 1 −1 44 

 .   . 

          Варіант № 11                Варіант № 12
 12 22 −1 2 0 100 22 19 1 3 0 164 

11 19 0 2 1 121 9 18 0 2 1 102 

10 5 0 1 −1 47 9 6 0 1 −1 42 

  .   . 

          Варіант № 13                Варіант № 14
 6 21 −1 2 0 60 −10 −5 −1 −1 0 −75 

9 19 0 2 1 83 13 17 0 2 −1 91 

6 5 0 1 −1 37 2 13 0 1 1 59 

  .   . 

       Варіант № 15       Варіант № 16
 8 20 −1 2 0 72 11 24 −1 2 0 108 

7 18 0 2 1 86 5 24 0 2 3 144 

1 −12 0 −1 −2 −52 −1 −13 0 −1 −2 −75 

  .   . 

          Варіант № 17                Варіант № 18
 8 24 −1 2 0 92 12 20 −1 2 0 104 

8 22 0 2 1 104 17 13 0 2 −1 103 

7 8 0 1 −1 46 10 5 0 1 −1 47 

 .   . 

          Варіант № 19                Варіант № 20
 5 25 −1 2 0 75 24 18 1 3 0 186 

7 22 0 2 1 106 11 18 0 2 1 118 

8 8 0 1 −1 44 10 6 0 1 −1 50 

  .   . 

          Варіант № 21                Варіант № 22
 10 26 −1 2 0 116 −9 −4 −1 −1 0 −69 

13 22 0 2 1 142 14 16 0 2 −1 104 

8 8 0 1 −1 68 4 11 0 1 1 58 

 .   . 
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          Варіант № 23                Варіант № 24
 9 24 −1 2 0 108 5 21 −1 2 0 55 

10 22 0 2 1 124 1 25 0 2 3 107 

−2 −14 0 −1 −2 −68 1 −14 0 −1 −2 −58 

  .    . 

          Варіант № 25                Варіант № 26
 −13 −12 −1 −2 0 −108 5 24 −1 2 0 60 

9 21 0 2 1 93 7 20 0 2 1 96 

6 6 0 1 −1 42 8 7 0 1 −1 39 

 .   . 

          Варіант № 27                Варіант № 28
 18 12 1 2 0 136 12 11 1 2 0 90 

13 18 0 2 1 134 9 19 0 2 1 83 

11 6 0 1 −1 58 4 11 0 1 1 43 

  .   . 

          Варіант № 29                Варіант № 30
 10 26 −1 2 0 108 8 20 −1 2 0 80 

10 23 0 2 1 126 13 14 0 2 −1 94 

8 7 0 1 −1 54 7 6 0 1 −1 46 

 .   . 

Модельний розв'язок завдання № 1.2

Нехай маємо вихідні дані
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Система лінійних алгебраїчних рівнянь, яка відповідає вихідним да-
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Виключаємо невід'ємні невідомі методом Жордана–Гаусса. Для роз-
в'язку системи зображуємо її у вигляді таблиці.
Таблиця 1.3

x1 x2 x3 x4 x5 b Σ  
–9 
16 
5 

–3 
15 
12 

–1 
0 
0 

–1 
2 
1 

0 
–1 
1 

–75 
120 
69 

–89 
152 
88 

Результати розв'язку подано в табл. 1.4
Таблиця 1.4

 x1 x2 x3 x4 х5 b Σ Формула 
 –4 

6 
5 

9 
–9 
12 

–1 
0 
0 

0 
0 
1 

1 
–3 
1 

–6 
–18 
69 

–1 
–24 
88 

II+III 
II–2⋅III 

III+I 
 –4 

–6 
9 

9 
18 
3 

–1 
–3 
1 

0 
0 
1 

1 
0 
0 

–6 
–36 
75 

–1 
–27 
89 

 
II+3⋅I 
III+I 

 
IInew 

 

–2 
2 
7 

3 
–6 
9 

0 
1 
0 

0 
0 
1 

1 
0 
0 

6 
12 
63 

8 
9 

80 

I+IInew 
II/(–3) 

III–IInew 

 
x1 x2 x3 x4 x5 b 
–2 
2 
7 

3 
–6 
9 

0 
1 
0 

0 
0 
1 

1 
0 
0 

6 
12 
63 

 
Алгебраїчна форма запису розв'язаної системи має такий вигляд
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Відкидаємо базисні невід'ємні невідомі х3, х4, х5, забезпечуючи пе-
рехід від обмежень–рівнянь до обмежень–нерівностей
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Геометричною інтерпретацією системи лінійних нерівностей є опук-
ла множина, обмежена прямими лініями – поліедр Ω (многокутник роз-
в'язків).

Межі поліедру дорівнюють

.1
69

  :   ,1
26

  :   ,1
23

  : 21
3

21
2

21
1 =+ω=

−
+ω=+

−
ω xxxxxx

Зображуємо їх графічно і встановлюємо орієнтацію півплощин, які
відповідають кожній нерівності (рис. 1).

Знаходимо координати вершин Ω:

ω1

ω2

ω3

Ω

A3

A2

A1

x2

x1

–2

2

6

7

–3 9

Рис. 1. Поліедр Ω
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Координати вершин поліедру дорівнюють А1(–12; –6), 






13
56 ;

13
45

2A ,








10
7 ;

10
81

3A .

Завдання № 2. ОСНОВНІ ТЕОРЕМИ І МЕТОДИ
РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ

2.1. Еквівалентність  форм  запису  задач  лінійного
програмування. Правила переходу від однієї форми запису
задач до інших

Виконати зведення наступної загальної задачі лінійного програму-
вання до основної, стандартної та канонічної форм запису задачі:

.0  ,0  ,0     
,1  ?  4 

,3  ?  34 
,1  ?  44 
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Модельний розв'язок завдання № 2.1

Нехай маємо вихідні дані
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Для забезпечення переходу від загальної фор-
ми запису задачі до основної змінюємо знак не-
рівності та виключаємо одну з невід'ємних невідо-
мих у рівнянні. Розрахунки подано у табл. 2.3
Таблиця 2.3
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Задача приймає вигляд
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Відкидаємо базисну невід'ємну невідому х3, що забезпечує оста-
точний перехід до основної форми задачі лінійного програмування
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Для переходу до стандартної форми запису довільні за знаком не-
відомі представляємо як різницю двох невід'ємних невідомих

x4 = u4 – v4,   x5 = u5 – v5.

Маємо
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Для переходу до канонічної форми віднімаємо в кожній нерівності
балансову невідому.

Маємо канонічну форму запису задачі

.0   ,0   ,0    
,0   ,0   ,0   ,0   ,0   ,0    

,15   )(7)(151235 
,2   )()(227 
,0   )(2)(3521 

min;8)(4)(1226

876

545421

8554421

7554421

6554421

554421

≥≥≥
≥≥≥≥≥≥









=−−+−+−
−=−−−−−+−
=−−+−−+−

→+−−−−+−=

xxx
vvuuxx

xvuvuxx
xvuvuxx

xvuvuxx
vuvuxxWI

(основна форма задачі)

(стандартна форма)

(канонічна форма)
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2.2. Графічний метод розв'язування двовимірних задач
лінійного програмування

1. Зобразити графічно поліедр Ω, який задано лінійною системою
нерівностей














⋅≥+
⋅≤+
⋅≥+
⋅≤+
⋅≥+

Ω

,
,
,
,

,

  :

5251252151

4241242141

3231232131

2221222121

1211212111

aaxaxa
aaxaxa
aaxaxa
aaxaxa
aaxaxa

За наступних умов:
а) невід'ємності, накладеної на невідомі – Ω;
б) ;–0 01 1≥Ω≥ xx

в) ;0 02 2 ≥Ω−≥ xx

г) .0   ,0 21 ⊕Ω−≥≥ xx
Для кожного з варіантів виконати окремий рисунок.
2. Знайти координати всіх вершин Ω.
3. Знайти розв'язки (min, max) задачі лінійного програмування для

цільових функцій на множині Ω:
а) WI = c11x1 + c12x2 → opt(max, min) – графічним методом з застосу-

ванням вектора градіенту gradWI;
б) WI = c21x1 + c22x2 → opt(max, min) – методом повного перебору

всіх вершин. Для випадку альтернативного оптимуму знайти всі розв'яз-
ки задачі лінійного програмування.

Вихідні дані завдання наступні:

. 

2221

1211

5251

4241

3231

2221

1211





























cc
cc
aa
aa
aa
aa
aa
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Вихідні дані завдання № 2.2

Група 1
    Варіант № 1    Варіант № 2    Варіант № 3     Варіант № 4

    

 4 −5 2 −5 2 −2 4 −3 
6 7 3 6 4 9 5 7 

−11 4 −11 3 −9 3 −11 3 
−3 −8 −2 −7 −3 −4 −2 −6 
−10 −4 −10 −4 −7 −1 −9 −2 
6 3 7 7 2 6 7 5 
12 14 6 12 8 18 10 14 

 .    .   .    . 

    Варіант № 5    Варіант № 6    Варіант № 7     Варіант № 8

                      

 4 −5 2 −5 3 −2 4 −3 
6 6 3 7 4 7 5 9 

−12 5 −13 3 −8 5 −10 3 
−3 −8 −3 −8 −3 −5 −2 −6 
−11 −4 −11 −4 −7 −1 −8 −2 
6 5 4 3 4 3 4 7 
12 12 6 14 8 14 10 18 

 .    .   .    . 

    Варіант № 9    Варіант № 10    Варіант № 11     Варіант № 12

     

 2 −2 2 −5 4 −4 2 −3 
3 6 4 7 6 6 4 8 
−9 3 −11 3 −10 4 −9 3 
−3 −5 −3 −7 −3 −7 −4 −5 
−8 −1 −10 −4 −9 −3 −7 −2 
8 4 5 4 6 5 6 3 
6 12 8 14 12 12 8 16 

 .    .   .    . 
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    Варіант № 13    Варіант № 14    Варіант № 15     Варіант № 16

     

 2 −3 2 −5 2 −2 2 −4 
4 8 4 7 4 8 3 8 
−9 5 −12 5 −7 3 −11 4 
−2 −5 −4 −8 −2 −4 −2 −7 
−7 −2 −11 −4 −6 −1 −9 −3 
6 8 2 6 7 5 8 5 
8 16 8 14 8 16 6 16 

 .    .   .    . 

    Варіант № 17    Варіант № 18    Варіант № 19     Варіант № 20

      

 2 −4 4 −3 3 −4 3 −4 
3 9 5 6 4 6 5 6 

−10 5 −10 3 −11 5 −12 5 
−2 −6 −2 −6 −2 −6 −3 −7 
−8 −3 −9 −2 −9 −3 −10 −3 
6 3 3 5 4 2 7 2 
6 18 10 12 8 12 10 12 

 .    .   .    . 

    Варіант № 21    Варіант № 22    Варіант № 23     Варіант № 24

        

 2 −2 3 −5 4 −2 2 −4 
3 6 4 6 6 7 4 6 

−10 3 −11 5 −9 5 −11 5 
−3 −5 −4 −7 −4 −5 −4 −7 
−8 −1 −10 −4 −7 −1 −10 −3 
6 5 7 5 7 4 6 3 
6 12 8 12 12 14 8 12 

 .    .   .    . 

    Варіант № 25    Варіант № 26    Варіант № 27     Варіант № 28

      

 4 −5 2 −3 3 −5 3 −4 
5 9 4 9 5 7 4 9 

−10 4 −9 5 −11 5 −10 5 
−2 −7 −3 −5 −2 −7 −4 −6 
−9 −4 −8 −2 −9 −4 −8 −3 
3 3 2 5 6 2 8 7 
10 18 8 18 10 14 8 18 

 .   .   .   . 
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    Варіант № 29    Варіант № 30    Варіант № 31     Варіант № 32

      

 2 −5 4 −3 3 −2 3 −2 
4 9 5 7 5 8 4 6 

−13 4 −9 3 −9 4 −9 4 
−2 −8 −3 −5 −4 −5 −3 −5 

−11 −4 −8 −2 −8 −1 −7 −1 
4 5 7 6 4 8 5 2 
8 18 10 14 10 16 8 12 

 .    .   .   . 

Вихідні дані завдання № 2.2

Група 2
    Варіант № 1    Варіант № 2    Варіант № 3     Варіант № 4

    

 2 −4 3 −2 3 −5 4 −5 
4 6 5 8 5 6 5 9 

−11 4 −8 4 −11 5 −11 3 
−4 −6 −3 −5 −2 −8 −3 −8 
−9 −3 −7 −1 −10 −4 −10 −4 
3 3 2 7 2 7 3 7 
8 12 10 16 10 12 10 18 

 .    .    .   . 

    Варіант № 5    Варіант № 6    Варіант № 7     Варіант № 8

                       

 3 −3 2 −4 2 −2 3 −2 
4 6 4 8 3 7 5 7 

−10 5 −10 3 −7 4 −9 3 
−2 −6 −4 −6 −4 −4 −2 −4 
−8 −2 −8 −3 −6 −1 −7 −1 
8 3 6 6 2 6 6 4 
8 12 8 16 6 14 10 14 

 .    .    .   . 
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    Варіант № 9    Варіант № 10    Варіант № 11     Варіант № 12

     

 2 −4 4 −4 3 −5 3 −5 
4 8 6 7 4 6 4 9 

−11 4 −10 4 −12 4 −11 5 
−3 −7 −4 −6 −3 −8 −2 −7 
−10 −3 −9 −3 −10 −4 −9 −4 
5 2 7 3 8 6 2 7 
8 16 12 14 8 12 8 18 

 .    .    .   . 

    Варіант № 13    Варіант № 14    Варіант № 15     Варіант № 16

      

 2 −4 2 −4 2 −4 3 −3 
4 7 4 8 3 6 5 7 

−10 3 −9 4 −10 3 −9 5 
−3 −7 −2 −6 −4 −7 −4 −6 
−9 −3 −8 −3 −9 −3 −8 −2 
3 2 6 4 4 8 4 4 
8 14 8 16 6 12 10 14 

 .    .    .   . 

    Варіант № 17    Варіант № 18    Варіант № 19     Варіант № 20

      

 2 −2 2 −4 2 −3 4 −3 
3 9 4 8 3 6 5 9 
−9 4 −10 3 −10 4 −10 4 
−4 −5 −2 −6 −2 −6 −4 −6 
−7 −1 −9 −3 −9 −2 −9 −2 
5 7 5 2 4 8 4 7 
6 18 8 16 6 12 10 18 

 .    .    .   . 

    Варіант № 21    Варіант № 22    Варіант № 23     Варіант № 24

        

 2 −3 3 −2 2 −2 4 −2 
3 7 4 9 3 6 6 6 

−10 5 −9 3 −8 5 −8 4 
−4 −6 −4 −5 −4 −5 −2 −4 
−9 −2 −8 −1 −7 −1 −7 −1 
6 3 4 3 2 3 7 8 
6 14 8 18 6 12 12 12 

 .    .    .   . 
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Модельний розв'язок завдання № 2.2

Нехай маємо вихідні дані

. 

128
36
310
74

511
64
42





























−−
−−

−

−

    Варіант № 25    Варіант № 26    Варіант № 27     Варіант № 28

      

 3 −5 3 −4 4 −3 2 −3 
5 7 5 8 5 7 4 7 

−10 3 −10 3 −8 4 −9 3 
−4 −7 −3 −7 −3 −5 −3 −6 
−9 −4 −9 −3 −7 −2 −8 −2 
8 5 6 5 7 7 7 4 
10 14 10 16 10 14 8 14 

 .    .    .   . 

    Варіант № 29    Варіант № 30    Варіант № 31     Варіант № 32

      

 2 −3 3 −2 4 −2 2 −2 
4 7 4 9 6 8 4 8 
−9 3 −7 5 −8 5 −9 5 
−3 −6 −3 −4 −3 −5 −4 −5 
−8 −2 −6 −1 −7 −1 −8 −1 
7 4 6 4 7 4 2 2 
8 14 8 18 12 16 8 16 

   .    .   .   . 
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Система лінійних алгебраїчних нерівностей, яка відповідає вихідним
даним має такий вигляд:














≥−−
≤−+−
−≥+−

≤+
−≥−

Ω

.30310
,2874
,55511

,2464
,842

  :

21

21

21

21

21

xx
xx

xx
xx
xx

Для побудови Ω знаходимо його межі:

.1
103

:

;1
47

:   ;1
115

:   ;1
46

:   ;1
24

:

21
5

21
4

21
3

21
2

21
1

=
−

+
−

ω

=
−

+
−

ω=
−

+ω=+ω=+
−

ω

xx

xxxxxxxx

Зображуємо їх графічно і встановлюємо вигляд поліедру Ω (рис. 2–5).

ω1ω2 ω3

Ω

A3

A2

A1

x2

x1

–4

2
6

–11

–3

–10

Рис. 2. Поліедр Ω

ω4

ω5

A5

A4

4

–4
–7 5

opt
minX

opt
minX

grad WI = {6; 3}
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Рис. 3. Поліедр 01≥Ωx  за умови х1 ≥ 0
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4
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–7 5

01 ≥Ω x

Рис. 4. Поліедр 02 ≥Ωx  за умови х2 ≥ 0
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Рис. 5. Поліедр ⊕Ω  за умови х1 ≥ 0, х2 ≥ 0
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2. Знаходимо координати вершин поліедру Ω:
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Відповідь: ;
97
245    ; 

43
22 ;

43
225    ; 

7
20 ;

7
12    ; 

23
10 ;

23
72 4321 




















 − AAAA

. 
29
80 ;

29
63    ; 

97
528

5 




 −−


− A

3. Вектор градієнту (напрям максимального зростання) цільової
функції WI = 6x1 + 3x2 → opt(max, min) дорівнює gradWI = {6; 3}. Зобра-
жуємо градієнт (див. рис. 2) і проводимо одну з ліній рівня WI, яка пер-
пендикулярна до вектора (пунктирна лінія). Зміщуючи лінію рівня пара-
лельно в напрямку градієнта, знаходимо опорну вершину Ω, яка є точкою

максимуму opt
maxX  цільової функції. Аналогічно в протилежному напряму

знаходимо точку мінімуму opt
minX . Точка максимуму збігається з верши-

ною А3 поліедру Ω, а мінімуму з А5.

Відповідь: .
43

1416
43

2232256   ,
43
22  ;

43
225 max

I
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max =⋅+⋅=



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= WX

                 .
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618

13
)80(3)63(6   ,

29
80  ;

29
63 min

I
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min −=−⋅+−⋅=







 −−= WX

Згідно з методом повного перебору вершин, необхідно знайти зна-
чення цільової функції WI = 8x1 + 12x2 → opt(max, min) в усіх вершинах
обмеженого поліедру Ω і вилучити найбільше та найменше значення.
Для знайдених вище вершин поліедру маємо

( )

( )

( )

( )

( ) .min
29

1464
29

)80(12)63(8:
29
80 ;

29
63

,
97

4376
97

)528(122458:
97
528 ;

97
245

max,48
43

22122258:
43
22 ;

43
225

max,48
7

2012128:
7
20 ;

7
12

,
23

402
23

1012)72(8:
23
10 ;

23
72

4I5

4I4

3I3

22

11

→−=−⋅+−⋅=




 −−

−=−⋅+⋅=




 −

→=⋅+⋅=






→=⋅+⋅=






−=⋅+−⋅=




 −

AWA

AWA

AWA

AWA

AWA

I

I



35

Примітка: Набуття цільовою функцією оптимальних значень в двох вер-

шинах поліедру, в нашому випадку, у вершинах 






7
20

  ;
7

12
2A  та 







43
22

  ;
43

225
3A

максимального значення, є ознакою т.з. альтернативного оптимуму. Таким чи-
ном задача лінійного програмування має безліч розв'язків на максимум, кожне з
яких є опуклою лінійною комбінацією координат вершин. З геометричної точки
зору всі точки відрізка [A2A3] також є оптимальні. Алгебраїчно альтернативний
розв'язок записується у такому вигляді:

( ) [ ] . 1 ;01 22
opt
max ∈λ∀⋅⋅λ−+⋅λ= AAX

Відповідь:
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.
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1464   ;
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];1 ;0[   ,
301
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301
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2251
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I
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min

max
I

22
opt
max

−=






 −−==

∈λ






 λ+λ−=⋅λ−+⋅λ=

WXW

AAX

Завдання № 3. ОСНОВНІ ТЕОРЕМИ ТА МЕТОДИ
РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ

3.1. Математична модель економічної задачі. Економічний
аналіз на підставі графічного розв'язку. Симетрична двоїста
задача. Застосування основних теорем двоїстості

Фірма виготовляє два види продукції P1 та P2. Для їх виготовлення
використовується три типи ресурсів S1, S2, S3. Норми витрат ресурсу Si
на виготовлення одиниці продукції Pj складають aij одиниць. Загальні
запаси ресурсів дорівнюють b1, b2, b3 відповідно для S1, S2, S3. Ціна реа-
лізації одиниці P1 – c1, а P2 становить c2  грошових одиниць.

Вихідні дані наведено у вигляді табл. 3.1.
Таблиця 3.1

Ресурси 
(продукція) 

Норми витрат ресурсів на виробництво 
одиниці продукції 

Запаси 
ресурсів 

S1 a11 a12 b1 
S2 a21 a22 b2 
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Ресурси 
(продукція) 

Норми витрат ресурсів на виробництво 
одиниці продукції 

Запаси 
ресурсів 

S3 a31 a32 b3 
Ціна реалізації c1 c2 – 

Продовж. табл. 3.1

1. Скласти математичну модель економічної задачі. Навести ґрун-
товні коментарі.

2. Знайти план виробництва { }max
2

max
1max   ; xxX opt = , який забезпечує

максимальний прибуток max
IW  від реалізації виготовленої продукції. За-

дачу розв'язати графічно. Навести ґрунтовну відповідь.
3. Скласти двоїсту задачу. Навести ґрунтовні коментарі. Знайти роз-

в'язок двоїстої { } min
II

min
3

min
2

min
1

opt
min    ,   ;  ; WyyyY =  за допомогою розв'язку

прямої. Навести  ґрунтовну відповідь.

Вихідні дані завдання № 3.1

Група 1
         Варіант № 1   Варіант № 2

         Варіант № 3   Варіант № 4

         Варіант № 5   Варіант № 6

S/P P1 P2 bj 
S1 7 10 70 
S2 11 6 66 
S3 8 7 56 
ci 2 3 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 8 48 
S2 10 4 40 
S3 7 5 35 
ci 4 5 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 10 70 
S2 11 6 66 
S3 8 7 56 
ci 2 3 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 6 36 
S2 10 2 20 
S3 7 3 21 
ci 4 4 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 6 30 
S2 9 2 18 
S3 6 3 18 
ci 4 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 9 54 
S2 10 5 50 
S3 7 6 42 
ci 3 4 # 
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         Варіант № 7   Варіант № 8

        Варіант № 9   Варіант № 10

        Варіант № 11   Варіант № 12

        Варіант № 13   Варіант № 14

        Варіант № 15   Варіант № 16

        Варіант № 17   Варіант № 18

S/P P1 P2 bj 
S1 6 11 66 
S2 10 7 70 
S3 7 8 56 
ci 3 5 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 5 25 
S2 9 1 9 
S3 6 2 12 
ci 3 2 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 5 30 
S2 10 1 10 
S3 7 2 14 
ci 4 4 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 5 35 
S2 11 1 11 
S3 8 2 16 
ci 4 2 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 6 42 
S2 11 2 22 
S3 8 3 24 
ci 2 5 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 5 35 
S2 11 1 11 
S3 8 2 16 
ci 3 5 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 6 42 
S2 11 2 22 
S3 8 3 24 
ci 4 4 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 6 36 
S2 10 2 20 
S3 7 3 21 
ci 3 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 11 66 
S2 10 7 70 
S3 7 8 56 
ci 2 3 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 11 55 
S2 9 7 63 
S3 6 8 48 
ci 4 3 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 5 25 
S2 9 1 9 
S3 6 2 12 
ci 3 3 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 9 54 
S2 10 5 50 
S3 7 6 42 
ci 3 6 # 
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        Варіант № 19   Варіант № 20

        Варіант № 21   Варіант № 22

        Варіант № 23   Варіант № 24

        Варіант № 25   Варіант № 26

        Варіант № 27   Варіант № 28

       Варіант № 29   Варіант № 30

S/P P1 P2 bj 
S1 5 8 40 
S2 9 4 36 
S3 6 5 30 
ci 3 5 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 9 54 
S2 10 5 50 
S3 7 6 42 
ci 3 4 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 8 56 
S2 11 4 44 
S3 8 5 40 
ci 2 2 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 5 25 
S2 9 1 9 
S3 6 2 12 
ci 2 2 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 5 30 
S2 10 1 10 
S3 7 2 14 
ci 2 3 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 10 70 
S2 11 6 66 
S3 8 7 56 
ci 2 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 10 50 
S2 9 6 54 
S3 6 7 42 
ci 3 2 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 10 50 
S2 9 6 54 
S3 6 7 42 
ci 4 2 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 7 49 
S2 11 3 33 
S3 8 4 32 
ci 3 2 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 10 70 
S2 11 6 66 
S3 8 7 56 
ci 2 4 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 11 77 
S2 11 7 77 
S3 8 8 64 
ci 3 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 10 60 
S2 10 6 60 
S3 7 7 49 
ci 4 3 # 
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Вихідні дані завдання № 3.1

Група 2
         Варіант № 1   Варіант № 2

         Варіант № 3   Варіант № 4

         Варіант № 5   Варіант № 6

         Варіант № 7   Варіант № 8

         Варіант № 9   Варіант № 10

S/P P1 P2 bj 
S1 5 6 30 
S2 9 2 18 
S3 6 3 18 
ci 4 5 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 6 30 
S2 9 2 18 
S3 6 3 18 
ci 4 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 8 48 
S2 10 4 40 
S3 7 5 35 
ci 4 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 6 36 
S2 10 2 20 
S3 7 3 21 
ci 4 5 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 6 30 
S2 9 2 18 
S3 6 3 18 
ci 4 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 5 25 
S2 9 1 9 
S3 6 2 12 
ci 2 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 7 42 
S2 10 3 30 
S3 7 4 28 
ci 3 5 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 5 25 
S2 9 1 9 
S3 6 2 12 
ci 3 2 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 10 70 
S2 11 6 66 
S3 8 7 56 
ci 2 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 6 30 
S2 9 2 18 
S3 6 3 18 
ci 4 4 # 
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         Варіант № 11   Варіант № 12

         Варіант № 13   Варіант № 14

         Варіант № 15   Варіант № 16

         Варіант № 17   Варіант № 18

         Варіант № 19   Варіант № 20

         Варіант № 21   Варіант № 22

S/P P1 P2 bj 
S1 6 5 30 
S2 10 1 10 
S3 7 2 14 
ci 3 3 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 10 70 
S2 11 6 66 
S3 8 7 56 
ci 3 4 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 5 25 
S2 9 1 9 
S3 6 2 12 
ci 3 2 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 6 42 
S2 11 2 22 
S3 8 3 24 
ci 3 3 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 7 42 
S2 10 3 30 
S3 7 4 28 
ci 3 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 8 56 
S2 11 4 44 
S3 8 5 40 
ci 2 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 6 42 
S2 11 2 22 
S3 8 3 24 
ci 3 4 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 10 50 
S2 9 6 54 
S3 6 7 42 
ci 2 2 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 6 36 
S2 10 2 20 
S3 7 3 21 
ci 3 5 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 11 77 
S2 11 7 77 
S3 8 8 64 
ci 2 4 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 6 30 
S2 9 2 18 
S3 6 3 18 
ci 2 2 # 

 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 6 36 
S2 10 2 20 
S3 7 3 21 
ci 4 5 # 
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         Варіант № 23   Варіант № 24

         Варіант № 25   Варіант № 26

         Варіант № 27   Варіант № 28

         Варіант № 29   Варіант № 30

Модельний розв'язок завдання № 3.1(I)

Нехай маємо вихідні дані

1. Введемо X = {x1, x2} – вектор плану виробництва, де x1 – кількість
виготовленої продукції P1; x2 – кількість виготовленої продукції P2.

Задача зі знаходження оптимального плану зводиться до задачі

S/P P1 P2 bj 
S1 6 7 42 
S2 10 3 30 
S3 7 4 28 
ci 2 3 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 9 54 
S2 10 5 50 
S3 7 6 42 
ci 2 3 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 10 70 
S2 11 6 66 
S3 8 7 56 
ci 3 2 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 9 63 
S2 11 5 55 
S3 8 6 48 
ci 3 3 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 10 50 
S2 9 6 54 
S3 6 7 42 
ci 3 6 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 5 30 
S2 10 1 10 
S3 7 2 14 
ci 2 5 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 7 6 42 
S2 11 2 22 
S3 8 3 24 
ci 4 5 # 

 

S/P P1 P2 bj 
S1 5 11 55 
S2 9 7 63 
S3 6 8 48 
ci 2 4 # 

S/P P1 P2 bj 
S1 6 15 90 
S2 10 11 110 
S3 7 12 84 
ci 3 2 # 
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лінійного програмування
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Задача двовимірна, тому можливо розв'язати її графічно (рис. 6).
Межі поліедру Ω наступні:
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Рис. 6. Графічний розв'язок модельного прикладу задачі 3.1(I)
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k ⋅ grad WI = k{3; 2}

= {11; 0}
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IM =  33
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minX
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Оптимальний розв'язок прямої задачі { } 33   ,  0  ;11 max
I

opt
max == WX .
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Відповідь: для отримання максимального прибутку 33max
I =W  гр.

од. необхідно виготовляти продукції Р1 у кількості х1 = 11 од., а від виго-
товлення другого виду  продукції Р2 відмовитись х2 = 0.

2. Нехай Y = {y1, y2, y3} – маргінальні ціни одиниць ресурсів S1, S2, S3
відповідно. Двоїста задача з мінімізації витрат має вигляд
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Оскільки відомий розв'язок прямої задачі { } 0  ;11    ,33 opt
max

max
I == XW ,

то, використовуючи теорему двоїстості про доповнюючу нежорсткість,
маємо
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Оптимальний розв'язок двоїстої задачі  , 0  ,
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
=Y  W min

I   = 33.
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Збіжність оптимальних значень цільових функцій пари задач (пря-
мої і двоїстої) підтверджує правильність розв'язку.

Відповідь: для забезпечення мінімальних витрат у розмірі 33min
I =W

гр. од. необхідно закупати другий ресурс за ціною не вище 
10
3

 гр. од.,

оскільки 
10
3opt

2 =y . Перший та третій ресурси недефіцитні  ,0opt
1 =y

0 opt
3 =y . Залишки їх становлять 24 та 7 од. відповідно.

Модельний розв'язок завдання № 3.1(II)

Нехай маємо вихідні дані

1. Введемо X = {x1, x2} – вектор плану виробництва, де x1 – кількість
виготовленої продукції Р1; x2 – кількість виготовленої продукції Р2.

Задача зі знаходження оптимального плану зводиться до задачі
лінійного програмування
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Задача двовимірна, тому можна розв'язати її графічно (рис. 7). Межі
поліедру Ω наступні:

S/P P1 P2 bj 
S1 8 9 72 
S2 12 5 60 
S3 9 6 54 
ci 4 2 # 
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Оптимальний розв'язок прямої задачі 
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Рис. 7. Графічний розв'язок модельного прикладу задачі 3.1(II)
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Відповідь: Для отримання максимального прибутку 
3

64max
I =W  гр.

од. необхідно виготовляти P1 у кількості 
3

10opt
1 =x  од., а другий вид

продукції P2 4opt
2 =x   од.

2. Нехай Y = {y1, y2, y3} – маргінальні ціни одиниць ресурсів S1, S2,
S3 відповідно. Двоїста задача з мінімізації витрат має вигляд
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Оскільки відомий розв'язок прямої задачі 

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3
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maxX , то ви-

користовуючи теорему двоїстості про доповнюючу нежорсткість маємо
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64 min

II =W .

Збіжність оптимальних значень цільових функцій пари задач (прямої
і двоїстої) підтверджує правильність розв'язку.

Відповідь: для забезпечення мінімальних витрат у розмірі
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3.2. Двоїстість в задачах лінійного програмування.
Загальні правила переходу до двоїстих задач

До наведеної прямої задачі лінійного програмування скласти дво-
їсту, навести ґрунтовні пояснення, виконаних правил переходу:
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Модельний розв'язок завдання № 3.2

Нехай маємо пряму задачу лінійного програму-
вання у такому вигляді:
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Складаємо таблицю переходу до двоїстої задачі,
використовуючи наступні правила:

для задачі на мінімум нерівності повинні мати
відношення типу "≥";

тип оптимуму двоїстої задачі протилежний пря-
мій;

кожному обмеженню прямої задачі ставиться
у відповідність двоїста невідома. Обмеженню–
рівнянню відповідає довільна за знаком невідома,
обмеженню–нерівності ставиться у відповідність не-
від'ємна двоїста невідома;

кожній невідомій прямої задачі ставиться у від-
повідність обмеження спряженої задачі. Довільній
за знаком невідомій відповідає обмеженню–рівнян-
ню, а невід'ємній – обмеженню–нерівності проти-
лежного смислу типу нерівностей прямій задачі;

коефіцієнти цільової функції двоїстої задачі є пра-
вими частинами системи обмежень прямої задачі.

Враховуючи основні правила переходу заповнює-
мо табл. 3.4.
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Таблиця 3.4
X 

Y 
x1 x2 ≥ 0 x3 ≥ 0 x4 x5 I 

signum B 

y1 ≥ 0 1 –1 4 –3 4 ≥ 2 
y2 4 3 –3 2 –7 = 4 

y3 ≥ 0 4 –3 –2 1 0 ≥ –3 
y4 1 –4 –1 1 –3 = 1 
II 

signum = ≤ ≤ = = # # 

C 2 4 3 1 0 # # 

За рядками прописана пряма задача, а за стовпчиками обернена.
Алгебраїчна форма двоїстої задачі має вигляд
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